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Sunto. Presentiamo un risultato di esistenza di soluzioni intere positive per un’e- 
quazione ellittica quasilineare. Il risultato viene ottenuto con un argomento di mini-max e sì 


basa su alcuni recenti risultati di unicità per il problema all'infinito associato all’equazione. 


Abstract. We cestablish an existence result of positive entire solution for a quasi 
linear elliptic equation. We obtain such result with a miu-max procedure based on some 


recent uniqueness results for the problem at infinity associated to the equation. 
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SOLUZIONI GLOBALI POSITIVE 


PER UN'EQUAZIONE ELLITTICA QUASILINEARE 


F. UGUZZONI 


Risultati ottenuti in collaborazione con G. Citti 


1. Introduzione. In questo seminario presentiamo un risultato di esistenza per la seguente 


equazione semilineare in RN: 


—Apu+uP-g(2)u“=0  inR% i) 
u>o, ue W!P(RN), 
dove Apè il p-Laplaciano in RN, 1<p<2<Nl1<a<p'-1= FA - 1eg € L°(RN) è una 
funzione positiva con limite nonnegativo 900 all’infinito. 

Problemi del tipo (1) hanno riscontrato molto interesse negli ultimi anni, soprattutto nel 
caso p = 2, quando l'operatore A, è semplicemente l’operatore di Laplace. Sotto varie ipotesi 
sulla funzione gq nell’equazione, sono state introdotte diverse tecniche per superare le difficoltà 
dovute alla mancanza di compattezza causata dalla non limitatezza del dominio. I primi risultati 
di esistenza sono stati ottenuti quando g è radialmente simmetrico ([BeL], [C1], [E]). Se 4 non è 
radiale ma go = inf g o g € LP° per opportuni po, si sono trovati risultati di esistenza per (1) 
usando varianti del teorema del passo di montagna e il principio di concentrazione di compattezza 
(si vedano [DN], [L1], [L2] per p = 2, [BC], [GS], [O], [Y] per valori di p generici). In tutti questi 
lavori si richiede che a sia più piccolo dell’esponente critico; osserviamo comunque che risultati di 
tipo Brezis-Nirenberg con a = p* — 1 sono stati ottenuti anche per il p-Laplaciano su domini non 
limitati ([GA], [NSJ], [SY]). 


Quando p = 2, è noto che la soluzione del problema all'infinito 


—Apw + wP1 - grow = 0 in RN (2) 
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è unica. Inoltre, le successioni di Palais-Smale del funzionale J naturalmente associato al problema 
(1) possono essere espresse in termini di questa soluzione (si veda per esempio [BeC]). Come 
conseguenza sono stati ottenuti risultati di esistenza per (1) molto sofisticati: si vedano [BLn], 
[BeC] (su domini esterni) e [BL] (su RN). In particolare Bahri e Lions hanno introdotto una 
profonda (e complicata) argomentazione topologica per studiare il problema quando la forza di 
convergenza di g a 900 è confrontabile con l'andamento asintotico di w all'infinito. Successivamente 
Bahri e Li hanno fornito un risultato di esistenza semplice ed elegante, basato su un procedimento 
di mini-max, sotto ipotesi leggermente più forti su g. Menzioniamo anche i lavori [ABC], [DF], [W] 


dove si considera l'equazione perturbata 
-eAu+tu—-g(z)u° =0 in RN 


per e + 0 e si richiedono condizioni solo locali su qg. Non sembra comunque possibile utilizzare 
queste ipotesi così deboli per il problema (1) dove il valore di e è fissato. 

Molto recentemente Damascelli, Pacella e Ramaswamy [DPR] hanno dimostrato, per il p- 
Laplaciano, un importante risultato di simmetria radiale attraverso la tecnica dei piani mobili. 
Tale risultato unito ai risultati di unicità per soluzioni radiali dovuti a Citti [C2] (si veda anche 
[PS]) permette di stabilire l'unicità dei ground states dell'equazione all'infinito (2) per tutti i valori 
di p < 2. Dunque anche in questo caso è possibile fornire una completa caratterizzazione dei livelli 
di compattezza del funzionale J (Teorema 2). 

Sfruttando questo fatto e la tecnica di mini-max introdotta da Bahri e Li nel caso p = 2 
riusciamo a ricavare il nostro risultato di esistenza. In primo luogo stabiliamo una precisa stima 
all’infinito del ground state di (2): 

EL) nw'(£). 
(p- 1)? 


Quindi, sotto le ipotesi che 9x0 > 0 ed esistano c > 0e p1 > —r tali che 
(p-1)? 


wr) la] 7t = exp ( - 


g(x) > goo — cexp(-nlz]), (3) 
otteniamo alcune delicate stime dell'energia dalle quali deduciamo il seguente risultato di esistenza. 
TEOREMA 1 Siano p €]1,2[, a €]1,p° — 1[ e sia g € L°(RN) una funzione positiva con un limite 
positivo qx all'infinito, verificante (3). Allora il problema (1) ha una soluzione u € W!P(RN)N 


C!+5(RN), per un B €]0, 1[. 


loc 
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2. Risultati preliminari. Introduciamo innanzitutto alcune notazioni. Denotiamo con 


(XX, || - ||) lo spazio di Sobolev W!-P(RN) con la norma ||u|| = [Vu] + ||u||E e introduciamo i 

funzionali 
5 lullP Ilu]lP 
J,Jxo E CHX x {0},R), J(u)= «a Jo(U= —T——-, (4) 
(J9(2)lu]2+1) 39 (g50 J lu|2+1)3FT 
i sile +1 si et. { a+1 
Ila € CX,R), I) = lui fol, Lo) = zl - 22 | o] 
(5) 


Assumeremo sempre che p, a e gq verifichino le ipotesi del Teorema 1. Poniamo poi 


E={ueX][lu|=1}, £+*={ueZ]u>0) 


S = Pi Jo, Sn=n!73HS Wen. 


In [BC] viene provato il seguente teorema di rappresentazione per successioni (PS). 
TEOREMA BC Sia um una successione nonnegativa in X tale che I(um) +L£ E R e dI(um) +0 
per m + +oo. Allora esistonouna funzione nonnegativa uo E X, un intero non negativo k, k 
funzioni nonnegative non banali wi,...,wx € X e k successioni (y1,m);---(Y+,m) in RN, tali che 
|vji,ml + +00 per m + +00 per ognij=1,...,k e = 
k 
Um = Uo + Vw. — Yjm)+0(1) in X, perm+ +00, 
j=1 
k 


I(um)= (0) + YO Ioo(w;) +0(1) perm-+ +00, 
j=1 


dI(uo)=0, dIso(w;)=0 Vj=1,..,k. 


Dai risultati di regolarità di [S] e [D] e dal principio di massimo forte per Ap (si veda [V]) segue 
che le funzioni w; del teorema sopra sono soluzioni di 
—Apw + wP7! — goow® = 0 in RN, 
0<wEC!(RN)NW1P(RN), (6) 


w(T) +0 per |z| + +00. 
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Poichè 1 < p < 2, possiamo dunque dedurre da [DPR, Theorem 1.1] che ogni +; è radialmente 
simmetrica attorno a qualche punto di R'. Inoltre i risultati di unicità di [C2] per l’equazione 
differenziale ordinaria 

(lu (7)1P72w"(7)) + AE! (7) 27) — (1)! + gow(r)* = 0 0<r<+00, 

w>0, w'(0)=0, w(+00)=0, 
assicurano che le w; sono, a meno di traslazioni, tutte uguali a una funzione radiale positiva w che 


è l'unica soluzione radiale di(6). Osserviamo esplicitamente che tale soluzione w esiste e verifica 


‘ È 1 1 LL 
Iso (w) = inf{Ixo(u)lu € X < {0}, dIx:(u)u = 0} = & -w% = )S7* A 


Joe(w) = ei Joo = Sii 
inoltre w è radialmente decrescente (si veda ad esempio [BC, Remark 1]). Nel Lemma 4 del prossimo 
paragrafo studieremo il comportamento di w all'infinito. Se um è una successione (PS) di J |g a un 
livello 2 € R, allora Im) FERA Um è una successione (PS) di I al livello (1-7 34837; dunque 


dal Teorema BC e dall’unicità dei ground states di (6) possiamo dedurre il seguente risultato di 


compattezza per le successioni (PS) di J. 


TEOREMA 2 Sia um una successione in Lt tale che J(um) +£ E RedJjz(um) +0 perm + +00. 
Se £ é {Sn}nen, allora esiste uo € X tale che uo > 0, uo # 0, dI(uo) = 0. In altri termini uo è 


una soluzione debole di (1). 


OSSERVAZIONE 3 Se uo è una soluzione di (1), allora per i risultati in [5] e [D}, uo € CHA 
per qualche 8 > 0, uo(7) + 0 per |x] + +00 e uo è strettamente positiva, per i principio di 


massimo forte provato in [V]. 


3. Prova del Teorema di esistenza. Per provare il nostro risultato seguiamo un tecnica 
introdotta per p = 2 da Bahri e Li [BL]. Per prima cosa studiamo il comportamento asintotico 


della soluzione w di (6). 


LEMMA 4 Sia w = w(|z|) l’unica soluzione radiale di (6). Allora esistono due costanti positive 


/ 


Pd 
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ci, ca tali che, per grandi r = |z|, 


armi exp(—9r) < w(r) < car? exp(—@r) 

seN>3; 
crm?” exp(-@r) < —w'(r) < car? exp(—-@r) 
cir? exp(—@r) < w(r) < car? exp(—-@r) 

seN=2; 


cir? exp(-@r) < —w'(r) < car? exp(—-@r) 


dove abbiamo posto 8 = (p — 1)7? é qa ahi yY (rispettivamente y7) sta per un Y+ € 


(rispettivamente y — €) con e > 0. 
Dimostrazione. Ponendo K(r) = |w'(r)|P-?w'(r) e f(w) = wP-1- gw, l'equazione in (6) diventa 
R+ El _ fl) Vr>0. 
Poichè w(r) + 0 per r + +00 e a > p- 1, otteniamo 
(Nk) = r N f(w)=rN-14P(1+0(1))  asr++00. 


- Dunque (r'"-!%k)' > 0 per grandi r > 0. Nel seguito assumeremo sempre che r sia molto grande. 
Dunque rY-!k è strettamente crescente. Ne viene che k = |w'|P-?w' < 0. Infatti, se fosse £ > 0 in 
un punto ro, sarebbe w' > 0 in (ro, +00[ contraddicendo il fatto che w è una funzione positiva che 
si annulla all'infinito. Pertanto w è strettamente crescente e £ = —(—w')P-!, In particolare w è C? 


e 


F(w) = k'+ 


N-1 N-1 
r 


k= (p- 1)(-w)Ptw"- (-wP. ® 


= 
Poniamo ora F(w) = fr f(s)ds e E = 221 |,'|P — F(w). Da (8) segue 


N-1 
r 


E' =- Lw'P <0. 


Dunque E è decrescente e, poichè F(w) si annulla all'infinito, anche E ha un limite finito che deve 
essere necessariamente 0, poichè w si annulla all’infinito. Ne viene E > 0. D'altra parte 


0<E= s(6 — 1)kw'|P- wP(1+ 0(1))), per r + +00, 


e dunque |w'|P > (+4) wP (per grandi r). Usando w' < 0 e la definizione di @, abbiamo 
p-l 


w' +07w <0. (9) 
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Da (9) otteniamo immediatamente 
w(r) < Mexp(-07r). ° (10) 


Per ottenere stime più precise utilizziamo ora il principio del confronto per Ap. Per un #8 
vicino a y definiamo v = vga come segue 
vs(r) =r7f exp(-0r). 
Denotando v(7) = v(|r]) = v(r) calcoliamo 
N- 
Azv= (lP_ro+ ipo = 
T 
-lop-2 B p_2 2 1 
=w10(1+ 2) (@- 6 +=(2(p— 108 — (N — 1)9) + (11) 
1 
+3(@-16(1+4)-(N-1)8)). 
Prendendo lo sviluppo di Taylor di (1 + EP, otteniamo 


Apv _ Si 1 1 
= d1-+.@ P(8-7)7 +0(4). per r + +00. (12) 


vP7 
Poniamo ora 
v= Av,-, VE EV. 


Affermiamo che possiamo scegliere A > 0, € > 0 e ro > 0 in modo che 


Apu(r)<f(d(r))  Vr>ro (13) 


V(ro) > W(ro), 


Apu(r) > f(u(7)) Vr > ro, 14) 
(ro) < w(ro) 


(ricordiamo la definizione di f: f(s) = sP-! — q005°). Per fare questo sfruttiamo la stima (10). 


Fissiamo A €]9 — 87,0[ e scegliamo ro abbastanza grande in modo che 


Mr exp(-(A-(0-97))ro) <1, (15) 
ie) exp(-(09— A)r)< 1 Vr > ro. (16) 


Poniamo poi A = exp(Aro). Da (15) e (10) segue che v(r0) > w(ro). Inoltre (12) e (16) danno 


Api _ AP! Apvy- 8 p(1-7) go-pt1 — Î(9) 
gi pre n e = pl Wr > ro. 
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Questo prova (13). Per provare (14) dobbiamo solo prendere e > 0 abbastanza piccolo in modo che 


U(ro) < w(ro) e osservare che 


Av _ EP Aptn 9 p(1t - >) P fu) 
—- = —T— _ Lc) a #4 a —p+l _ nea 
yP_1 ep-1yP=! >1+ 2r >121- Qt uP=1 Vr > ro, 


rt s 
grazie a (12). Possiamo ora usare il principio di confronto in [DPR, Theorem 3.1]: da (6), (13) e 


(14) deduciamo 
er?” exp(-0r) = u(r) < w(r) < F(r) = Ar?" exp(--@r) Vr > ro. (17) 


Vogliamo ora confrontare w con v = v, = r-7 exp(--@r). Al posto di (12) consideriamo lo 


sviluppo del secondo ordine 


Apu L.j;- 1 1 
i © 143 “y@-1)B8-N)3+0(+), per r + +00, 


che segue anch’esso da (11). Questa formula suggerisce di studiare separatamente i casi N > 3, 


N=3e N<3. Se N > 3 poniamo 7 = A' v, e, ragionando come sopra, possiamo provare che 
w(r) < A'r7? exp(-0r) (18) 
(per grandi r > 0). Analogamente, se N = 2 poniamo v = e'v, e otteniamo 
w(r) > er? exp(-0r). (19) 


Infine, se N = 3 consideriamo lo sviluppo del terzo ordine 


Ap 
vP_1 


e 


4 322° 1 1 
siepi (p- 1)? @-93+0(4), per r + +00, 


e di nuovo possiamo provare (18). 
Cerchiamo ora le stime di —w'. Da (9) otteniamo immediatamente le stime dal basso. Inoltre 


da (8) ricaviamo w” > 0 (per grandi r > 0); dunque 
-w'(r) < fi -w'(s)ds =w(r — 1) — w(r) <w(r — 1) 
r-1 


e otteniamo le stime dall’alto. 
O 
Grazie al Lemma 4, possiamo ora trovare le stime del funzionale J. Questa é la stima cruciale 


del lavoro e siamo in grado di provarla solo nel caso a > 1. 
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PROPOSIZIONE 5 Esiste Ro > 0 tale che per ogni R > Ro, |ri| > PR, co > R- VR, VR < 


| - r21<(2+ Ta) minf|ri],|c2]}, si ha 


J(twr +(1-t)wa2) < Sa vt € (0,1), (20) 
dove wi = w(-— Ti), i= 1,2, essendo w l'unica soluzione radiale di (6). 
Avremo bisogno delle seguenti disuguaglianze. 
LEMMA 61) Per ogni 7 €]0, 1[ e r,y € [0,+00[ si ha 
a+ « 4a (21) 
e l'uguaglianza vale se e solo se ry = 1. 
2) Per ogni 7 €]0, 1[ e ai ag, b1; dz € [0,+00[ si ha 
atal-” + bIDI TT <(a1 +b1)"(a2 + ba)!" (22) 
e l'uguaglianza vale se a,b» = azb1. 
3) Per ogni p €]1,2[ e é,mn € R si ha 


16 + nl? < ((leP=26 + Inn € + n) E el + In) 3°. (23) 


Dimostrazione. Per provare (21) studiamo la funzione di una variabile reale f(y) = (1+z)"(1+ 
y)!77 = x7 —y!-7: poichè nel punto y = 1 ha un punto di minimo forte e prende il valore S2(1) ='0, 
ne viene subito (21). Da qui anche la (22) si prova semplicemente scegliendo (se bj #0 # a.) 7 = di 
y= x e dividendo (22) per bTal-7; se bi = 00 a» = 0 la (22) è banale. Infine (23) si può trovare 
in [Y, p.1041). 

O 


Dimostrazione della Proposizione 5. Poniamo per brevità 
y=I2-1 A=|wlP, 
(u, 0] = f vu (71 Vu) + f luP=2uv Vu,v E X. 
Dall'equazione (6), si ha 
[1 w2] = doo fot = do fuga = (wa, wi]. 


Atos ft 
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Consideriamo prima il caso t = 1 e proviamo che 
STENTA REA (24) 
Da (23) si ottiene 
lor + wall? < ) ((9w1 |P + Vea]? + [Vw |P7®(Vwn, Vewa) + 
+ |WuwslP-(Vws, Vwn))5 (|Wur |P+ [Wwa[P) 3° + 
+ (07 +w9 + ww +01) (wP + wb)3) < 
(per (22)) 
< N ((I94}? + |Vwa]P + [Vw1|P7?(Vw1, Vwo) + |Vws|P7?(Vws, Vw) + 
+w + w8 + ww + wu) (Vu |P + |VwalP +w7 + wb)}3) < 
(per la disuguaglianza di Hòlder) 


S (Il1]]P + IloallP + [1,602] + [02 w1)) 5 (I1 1]? + [|ws{|P)F% = 


=24(1+ ilo wa). 


Stimiamo ora /g(r)|w + w2|°#!. Poichè a > 1, esiste ca > 0 tale che per ogni a, b numeri 


reali nonnegativi, vale la seguente disuguaglianza: 
(a+ b)®+1 > a°#1 4 5941 4 (a + 1)(a“b + ba) — ca(ab) È; 
Pertanto si ha 
doo Je + w2)°#! > 24+2(0+1)[w1, wa] — cagoo fw. (25) 
Usando la stima di w trovata nel Lemma 4, non é difficile vedere dee 
Jn)®# = 0((W1,wa]), per R + +00. (26) 
Infatti |y| > VR e per grandi ly| si ha 


[1,09] = go } dottor = doo J wu(-— 9)" > c f, 52 2090) (27) 
y.l 
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J foga) = / low(-=g))"È < è J (exp(-0jz]) exp(—dl= — y1))# d + 
|a]<lvl 
+ cell EI) | lede < 
2 k:ply 


; a+1 a+1 
< clyl” exp(-9ly|1) + cexp(-@lyi—), 


con cli > 1. Inoltre da (3) segue che 
2: 
IC — doo) (1 + w2)9*! > Lf espl-ulebote — z1)°+! dr > 
i=l 


2 
> -cYO (exp(-Ma + Nizi) / cxp(-plr)dz + 
i=l Li 


—xi>|zil 
+/ exp(-p|z]) exp(-@(a + 1)]x — zilde) > 
\z-zil<Iz:l 
(possiamo assumere che 4 €]20, (a + 1)9] =]2(p — 1)3,(a+1)(p- 1)3]) 


2: 
> -cY (exp(-0(a + 1)Iz;}) +Izil" exp(-lzil)) > 
i=l 


(poichè |y| = |z1 — 221 < (2+ 7gp)Izil per i = 1,2) 


> —cexp ( "uri ell ) > -cexp(-0*y|) 
+ 7A51 
per grandi A > 0. Richiamando (27) otteniamo 
IC — Go0)(w1 + w2)9*! > —0({w1,w2])), per R+ +00. 
Riunendo (25), (26) e (28) ricaviamo 
fat + w3)2*! > 24+(2(0+1)— 0(1))[w1, we], per R+ +00. 


Possiamo infine stimare 


J(w + wo) = [lwn + wal|P 2A(1 + .{w,, w2))3 a 
Cf gior + w30+1)3F7 © (24)3F(1+ (2 — 0(1))|1102)) 39 
si 
— (gaia talea + SW) per R-++00. 


1+ Z [1 w2](1 + o(1)) i 


Mel gian 4 = (24), 


= 9-3, - 2-3 ra VE 
S,= 217351 5 = 21737 Jo(w)=2 Fat aetar = 
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questo prova (24). 

Passiamo ora alla prova di (20)per valori arbitrari di t € [0, 1]. Si vede facilmente che J(w2) + 
Too (w2) = Si < S2, per R + +00, e che J(twy + (1- t)w2) + J(w2) per t + 0, uniformemente in 
R > Ro. Dunque esiste un piccolo $ > 0 indipendente da A tale che (20) vale per ogni # € [0, 6]. 
Allo stesso modo vediamo che (20) vale per t € [l1- 6,1). 

Consideriamo ora # € [$,1— 6] e poniamo v = tw, va = (1— t)w2. Ragionando come nel caso 


t= } otteniamo 


Ir + wall? < (Ilvxll? + [luz]? + [01,02] + (02, 01))5 (lux {|P + |l2]]P)F% = 


t_1(1-t)+(1- a 


= (0 +(1- 0P)A(1 + Flow] +(1-t)P 


e 


fato + v2)°41 > (1941 + (1-0)°#)A+(0+1)(t°(1-t)+t(1- 1)°)[w1,w2](1+0(1)), —asR++co. 


Dunque 


1+U(t)E[w1,w2](1+0(1)) 
1+4(t)7[w1,62](1+0(1))' 


_ tP+(1-1)P /1°+414(1-t)9+1 ,__e_ _ tP971(1-0)+(1-t)P-1L _  £°(1-t)+(1-t)% 
dove p(t) = ATM (Ol +02021 5 (6) = i, n) = Fe. 


Richiamiamo anche che 


J(v1 + v2) < S20(t) per R + +00, (29) 


[w1,502] +0, per R+ +00. (30) 


‘Lx 4(3) ai Dese È É »(t * 
Poichè mes) = 3 @v, pi sono funzioni continue, esiste o > 0 tale che Roo, pe Ma < 1. Poiché o(t) < 1 


ne viene (20) per |t — 3| < o. D'altra parte, poichè 


5 p(t2+1) + g((1- t)o+1) tot 4 (n= tot! 2 
o(t) = osa vena e ) 
dove g(s) = s3#1 è una funzione strttamente crescente, otteniamo = * o(t) < 1. Pertanto 
o<it-3j<3- 
(per (30) e (29)) (20) vale anche per o < |t — 11<}-6. 
O 


Siamo ora in grado di provare il risultato di esistenza. 


Dimostrazione del Teorema 1. Segue dalla Proposizione 5 e dal Teorema 2 usando il metodo di 


mini-max introdotto in [BL] che si può adattare senza difficoltà al nostro contesto. In questo modo 
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si trova un valore di mini-max a un livello co €]S1, Sa che è un livello di compattezza in forza del 
Teorema 2. 


O 
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